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the asymptotic behavior of a tagged particle in a gas has been studied in detail (see for
example [46]). In this paper, we will focus on the case d � 2.
On the one hand, the problem seems more di�cult insofar as the background has its own
dynamics, which is coupled with the tagged particle. But, on the other hand, pathological
situations as described in [25, 10, 11] are not stable: because of the dynamics of the scat-
terers, we expect the situation to be better since some ergodicity could be retrieved from
the additional degrees of freedom. In particular, there are invariant measures for the whole
system, i.e. the system consisting in both the background and the tagged particle.
Here we shall take advantage of the latter property to establish global uniform a priori
bounds for the distribution of particles, and more generally for all marginals of the N -particle
distribution (see Proposition 3.3). This will be the key to control the collision process, and
to prove (like in Kac’s model [27] for instance) that dynamics for which a very large number
of collisions occur over a short time interval, are of vanishing probability.
Note that a similar strategy, based on the existence of the invariant measure, was already
used by van Beijeren, Lanford, Lebowitz and Spohn [4, 33] to derive the linear Boltzmann
equation for long times.

Let us now give the precise framework of our study. As explained above, the idea is to improve
Lanford’s result by by considering fluctuations around some global equilibrium. Locally
the N -particle distribution fN should therefore look like a conditioned tensorized Maxwellian.

In the sequel, we shall focus on the case of hard-sphere dynamics (with mass m = 1) to avoid
technicalities due to artificial boundaries and cluster estimates. We shall further restrict our
attention to the case when the domain is periodic D = Td = [0, 1]d (d � 2) in order to avoid
pathologies related to boundary e↵ects, and complicated free dynamics.
The microscopic model is therefore given by the following system of ODEs:
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dxi
dt

= vi ,
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In the following we denote, for 1  i  N , zi := (xi, vi) and ZN := (z1, . . . , zN ). With a
slight abuse we say that ZN belongs to TdN ⇥ RdN if XN := (x1, . . . , xN ) belongs to TdN

and VN := (v1, . . . , vN ) to RdN . Recall that the phase space is denoted by

DN

" :=
�
ZN 2 TdN ⇥RdN / 8i 6= j , |xi � xj | > "

 
.

We now distinguish pre-collisional configurations from post-collisional ones by defining for
indexes 1  i 6= j  N

@DN±
" (i, j) :=

n
ZN 2 TdN ⇥RdN / |xi � xj | = " , ±(vi � vj) · (xi � xj) > 0

and 8(k, `) 2 [1, N ] \ {i, j} , |xk � x`| > "
o
.

Given ZN on @DN+
" (i, j), we define Z(i,j)

N
2 @DN�

" (i, j) as the configuration having the
same positions (xk)1kN , the same velocities (vk)k 6=i,j for non interacting particles, and the
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Avant la collision À la collision Après la collision

v+
iv−
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v+
jv−
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ε

v+
i := v−

i − (v−
i − v−

j ) ⋅ ω ω ,

v+
j := v−

j + (v−
i − v−

j ) ⋅ ω ω

Le système suit les lois de Newton, qui forment un gigantesque système d’équations différentielles 
ordinaires :

v−
i + v−

j = v+
i + v+

j |v−
i |2 + |v−

j |2 = |v+
i |2 + |v+

j |2

On considère un gaz constitué de  particules identiques (des sphères dures).N

Description microscopique d’un gaz



Dynamique moléculaire

Hydrodynamique

"

D. Hilbert

 (1862-1943) 

ε → 0 , N → ∞Limites hydrodynamiques



" Dynamique moléculaire

Hydrodynamique

C.B. Morrey

(1907-1984)

Nεd = 1

ε → 0 , N → ∞Limites hydrodynamiques



"

Très peu de résultats sont connus, sauf 
si l’on rajoute du bruit dans le système

Olla-Varadhan-Yau ’93, Esposito-Marra-Yau ’96

Dynamique moléculaire

Hydrodynamique

Nεd = 1

C.B. Morrey

(1907-1984)
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ε → 0 , N → ∞ , α → 0

Nεd−1 = 1/α

Limites hydrodynamiques

Dynamique moléculaire

Hydrodynamique

H. Grad

(1923-1986)

C. Cercignani

(1939-2010)
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ε → 0 , N → ∞ , α → 0

Théorie cinétique

Nεd−1 = 1/α

α → 0

Limites hydrodynamiques

Dynamique moléculaire

Hydrodynamique

H. Grad

(1923-1986)

C. Cercignani

(1939-2010)



α → 0

Navier-Stokes incompressible
De Masi, Esposito, Lebowitz `90
Bardo, Ukai `91
Golse, Saint-Raymond `04
G, Tristani `20
Carrapatoso, G, Tristani `25

Euler compressible
Caflisch‘80 
Lachowicz ‘87 

Limites hydrodynamiques

Théorie cinétique

Hydrodynamique



Première partie : des particules vers Boltzmann



On cherche à caractériser l’état d’un gaz par

Un niveau intermédiaire : le mésoscopique

Cette fonction ne peut pas être mesurée, mais des quantités mesurables peuvent être 
obtenues en prenant des moyennes :

R(t, x) := ∫ f(t, x, v) dv , U(t, x) := ∫ f(t, x, v) vdv , Θ(t, x) := ∫ f(t, x, v) |v |2 dv .

f(t, x, v) dxdv := proportion de particules à la position  et la vitesse  à l’instant x + dx v + dv t



Ludwig Boltzmann a établi en 1872 que cette fonction vérifie l’équation

∂t f + v ⋅ ∇x f = Q( f, f )

Q( f, f )(v) := ∫ ∫ (f(v′￼) f(v′￼1) − f(v) f(v1))((v − v1) ⋅ ω)+dv1dω

v′￼ := v − (v − v1) ⋅ ω ω , v′￼1 := v1 + (v − v1) ⋅ ω ω

Les équations mésoscopiques



∂t f + v ⋅ ∇x f = Q( f, f )

Q( f, f )(v) := ∫ ∫ (f(v′￼) f(v′￼1) − f(v) f(v1))((v − v1) ⋅ ω)+dv1dω

v′￼ := v − (v − v1) ⋅ ω ω , v′￼1 := v1 + (v − v1) ⋅ ω ω

Question 1 : peut-on obtenir rigoureusement cette équation à partir des équations de Newton ? 

Les équations mésoscopiques

Ludwig Boltzmann a établi en 1872 que cette fonction vérifie l’équation



∂tu + u ⋅ ∇u − νΔu = − ∇p

div u = 0

Euler, Navier et Stokes

I Les équations d’Euler

mathématicien suisse, établit ces équations, telles
qu’on les connait aujourd’hui, pour un fluide non
visqueux en 1755

I Le paradoxe de d’Alembert

I Les équations de Navier-Stokes

mathématiciens français et
irlandais, établissent ces
équations pour un fluide visqueux
en 1820-1845

I. Gallagher (IMJ-PRG, Université Paris-Diderot) Promenade mathématique le 18 décembre 2013 10 / 33
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Le système de Navier-Stokes (1820-1845)

Les équations macroscopiques

Question 2 : qu’en est-il de la résolution de ce système ?



Du microscopique au macroscopique, en passant par le mésoscopique ?
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La mécanique des fluides

Dans Principia mathematica (1687), Isaac Newton pose les fondements de la
mécanique classique, qui restera valable jusqu’en 1905 avec Einstein et la
relativité restreinte.

• loi fondamentale de la dynamique : F = ma
• loi de la gravitation universelle.

Cela lui permet de démontrer des lois empiriques découvertes auparavant (par
Kepler notamment) pour le mouvement des planètes.

Puis en 1738, Daniel Bernoulli étudie les fluides non
visqueux, fondant son analyse sur la conservation de

l’énergie.

I. Gallagher (IMJ-PRG, Université Paris-Diderot) Promenade mathématique le 18 décembre 2013 7 / 33

Newton Boltzmann Navier-Stokes

? ?

micro méso macro



L’équation de Boltzmann est irréversible alors que la dynamique des particules est réversible.

Paradoxe de Lodschmidt, 1876.

d
dt ∫ − f(t, x, v)log f(t, x, v) ≥ 0 .

Du microscopique au mésoscopique : il y a un paradoxe à lever



On peut démontrer que l’équation de Boltzmann est bien une limite des 
équations des particules.

Du microscopique au mésoscopique ?

Théorème de Lanford, 1974

Sous une hypothèse de chaos initial et sur un temps court, les particules 
constituant un gaz raréfié deviennent indépendantes dans la limite où leur 
nombre tend vers l’infini. Leur densité obéit alors à l’équation de 
Boltzmann.



La démonstration complète de ce résultat a pris plusieurs années, avec des contributions 
importantes en 1994, 1998, et la touche finale en 2014 !
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On peut démontrer que l’équation de Boltzmann est bien une limite des 
équations des particules.

Du microscopique au mésoscopique ?

La démonstration complète de ce résultat a pris plusieurs années, avec des contributions 
importantes en 1994, 1998, et la touche finale en 2014 !

En 2025, Y. Deng, Z. Hani et X. Ma ont réussi à l’étendre sur un temps arbitrairement 
grand (tant qu’il existe une solution régulière à l’équation de Boltzmann). 

Théorème de Lanford, 1974

Sous une hypothèse de chaos initial et sur un temps court, les particules 
constituant un gaz raréfié deviennent indépendantes dans la limite où leur 
nombre tend vers l’infini. Leur densité obéit alors à l’équation de 
Boltzmann.



Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)
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Étape 1 : décomposition en graphes de collision
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Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)

Certains d’entre eux peuvent comporter des « boucles ». Elles représentent des recollisions.

t

0

ω
ε1 ε2 ε3 ε5ε4

Étape 1 : décomposition en graphes de collision



Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)

La condition d’exclusion est développée en

∏
i, j ≤ n
i ≠ j

1λi≁λj
= ∏

i, j ≤ n
i ≠ j

(1 − 1λi∼λj) .

Le développement du produit dans le membre de droite conduit à des termes du type …, et 
donc à la notion (non dynamique) d’overlap.

1λi1∼λi2
1λi2∼λi3

Étape 1 : décomposition en clusters dynamiques



Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)

t
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ω
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collision overlap

Étape 1 : décomposition en clusters dynamiques



Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)
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Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)
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Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)

Étape 2 : élimination des recollisions
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Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)

La deuxième fonction de corrélation  se représente parf ε
2

Étape 2 : propagation du chaos
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Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)

À l’ordre principal pour  il ne reste quef ε
2

en d’autres termes . f ε
2 ∼ f ε

1 ⊗ f ε
1

Étape 2 : propagation du chaos
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Démonstration du théorème de Lanford (clusters dynamiques)

L’équation de Boltzmann peut se représenter par

t

0

ω
s

Étape 3 : obtention de l’équation de Boltzmann
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Étape 3 : obtention de l’équation de Boltzmann



Deuxième partie : sur les équations de Navier-Stokes



∂tu + u ⋅ ∇u − νΔu = − ∇p

div u = 0

Résolution des équations de Navier-Stokes : existence globale de solutions

L’énergie est (formellement) conservée : 

1
2

∥u(t)∥2
L2 + ∫

t

0
∥∇u(t′￼)∥2

L2 dt′￼ =
1
2

∥u0∥2
L2 .



1
2

∥u(t)∥2
L2 + ∫

t

0
∥∇u(t′￼)∥2

L2 dt′￼ =
1
2

∥u0∥2
L2 .

On peut donc chercher à résoudre l’équation dans l’espace d’énergie, par un schéma 
d’approximation type Galerkin. Malheureusement il n’y a pas assez de régularité pour garantir 
l’unicité des solutions.

Résolution des équations de Navier-Stokes : existence globale de solutions

L’énergie est (formellement) conservée : 

∂tu + u ⋅ ∇u − νΔu = − ∇p

div u = 0



Résolution des équations de Navier-Stokes : existence globale de solutions

Théorème de Leray, 1934

Pour toute donnée initiale d’énergie finie, il existe au moins une solution 
« turbulente » pour tout temps, qui est d’énergie finie. 



Résolution des équations de Navier-Stokes : unicité des solutions de Leray ?

Supposons que  et  sont deux solutions de Leray, et calculons l’énergie de u v w := v − u .
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Résolution des équations de Navier-Stokes : unicité des solutions de Leray ?

On en déduit que

∥w(t)∥2
L2 + ∫

t

0
∥∇w(t′￼)∥2

L2 dt′￼ ≤ ∥u0 − v0∥2
L2 exp(∫

t

0
∥v(t′￼)∥2

L∞ dt′￼) .

C’est un résultat d’unicité conditionnelle, ou unicité fort-faible : si l’une des deux solutions est 
plus régulière que prévu, alors toutes les solutions de Leray coïncident avec celle-ci. 



Résolution des équations de Navier-Stokes : unicité des solutions de Leray ?

On en déduit que

En dimension deux d’espace les solutions de Leray sont uniques. Cela est lié à l’équation sur la 
vorticité

C’est un résultat d’unicité conditionnelle, ou unicité fort-faible : si l’une des deux solutions est 
plus régulière que prévu, alors toutes les solutions de Leray coïncident avec celle-ci. 

∂tω + u ⋅ ∇ω − νΔω = 0
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L2 dt′￼ ≤ ∥u0 − v0∥2
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∥v(t′￼)∥2
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Résolution des équations de Navier-Stokes : unicité des solutions de Leray ?

On en déduit que

En dimension deux d’espace les solutions de Leray sont uniques. Cela est lié à l’équation sur la 
vorticité

qui en dimension trois s’écrit

∂tω + u ⋅ ∇ω − ω ⋅ ∇u − νΔω = 0 .

C’est un résultat d’unicité conditionnelle, ou unicité fort-faible : si l’une des deux solutions est 
plus régulière que prévu, alors toutes les solutions de Leray coïncident avec celle-ci. 

∂tω + u ⋅ ∇ω − νΔω = 0

∥w(t)∥2
L2 + ∫

t

0
∥∇w(t′￼)∥2

L2 dt′￼ ≤ ∥u0 − v0∥2
L2 exp(∫

t

0
∥v(t′￼)∥2

L∞ dt′￼) .



Résolution des équations de Navier-Stokes : unicité des solutions de Leray ?

La question de l’unicité des solutions de Leray a connu des développements récents : 

• en 2021, D. Albritton, E. Brué et M. Colombo ont obtenu la non unicité pour NS avec forçage 
et donnée initiale nulle. 

• en 2025, T. Hou, Y. Wang et C. Yang ont obtenu une infinité de solutions pour NS sans forçage, 
par une preuve assistée par ordinateur. 



Résolution des équations de Navier-Stokes : solutions régulières ?
On peut chercher à obtenir des solutions régulières, en « oubliant » l’énergie. On résout alors 
l’équation en général par une méthode de point fixe, en considérant l’équation sous la forme 

et la structure du terme non linéaire est négligée. 

u(t) = etΔu0 − ∫
t

0
e(t−t′￼)Δℙ(u ⋅ ∇u(t′￼) dt′￼
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l’équation en général par une méthode de point fixe, en considérant l’équation sous la forme 

et la structure du terme non linéaire est négligée. On obtient des solutions globales régulières à 
données petites, et si les données sont grandes, on ne peut a priori pas étendre la solution au-delà 
d’un temps court. 
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Résolution des équations de Navier-Stokes : solutions régulières ?

La question du comportement de la solution au-delà de ce temps est une question de la 
Fondation Clay de 2000. De fortes indications (J. Chen  et T. Hou par des preuves assistées par 
ordinateur ; T. Buckmaster, J. Gómez-Serrano, C-Y. Lai et Y. Wang par des réseaux de neurones) 
indiquent une possible explosion en temps fini, de type auto-similaire. 

On peut chercher à obtenir des solutions régulières, en « oubliant » l’énergie. On résout alors 
l’équation en général par une méthode de point fixe, en considérant l’équation sous la forme 

et la structure du terme non linéaire est négligée. On obtient des solutions globales régulières à 
données petites, et si les données sont grandes, on ne peut a priori pas étendre la solution au-delà 
d’un temps court. 

u(t) = etΔu0 − ∫
t

0
e(t−t′￼)Δℙ(u ⋅ ∇u(t′￼) dt′￼



Résolution des équations de Navier-Stokes : solutions régulières ?

Dans le cas des équations compressibles, l’implosion en temps fini est connue depuis les travaux 
de F. Merle, P. Raphaël, I. Rodianski et J. Szeftel de 2022. 

La question du comportement de la solution au-delà de ce temps est une question de la 
Fondation Clay de 2000. De fortes indications (J. Chen  et T. Hou par des preuves assistées par 
ordinateur ; T. Buckmaster, J. Gómez-Serrano, C-Y. Lai et Y. Wang par des réseaux de neurones) 
indiquent une possible explosion en temps fini, de type auto-similaire. 

On peut chercher à obtenir des solutions régulières, en « oubliant » l’énergie. On résout alors 
l’équation en général par une méthode de point fixe, en considérant l’équation sous la forme 

et la structure du terme non linéaire est négligée. On obtient des solutions globales régulières à 
données petites, et si les données sont grandes, on ne peut a priori pas étendre la solution au-delà 
d’un temps court. 

u(t) = etΔu0 − ∫
t

0
e(t−t′￼)Δℙ(u ⋅ ∇u(t′￼) dt′￼



Questions ouvertes

De Newton vers Boltzmann : 

- Comportement du système si la solution de Boltzmann n’est pas régulière
- Le cas de gaz non raréfiés
- Des particules non sphériques 
- Des potentiels d’interaction plus généraux
- Le cas de domaines à bords
- Les données non chaotiques : génération du chaos vs propagation du chaos

Navier-Stokes

- Comportement des solutions régulières au temps d’explosion
- Solutions stationnaires
- Effets géophysiques (couplage océan-atmosphère, rotation de la Terre)
- Turbulence


